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Rappresentazione dei numeriRappresentazione dei numeri

Naturali

Interi

Reali

3

Naturali Naturali NN ((unsignedunsigned))

0 ∈ N

se n ∈ N succ(n) ∈ N

N non ha altri elementi

4

Elaboratori: rappresentazione finitaElaboratori: rappresentazione finita
n ∈ N

ρ(n) rappresentazione finita di simboli

ProprietProprietàà auspicabiliauspicabili
1. n ≠ m ρ(n) ≠ ρ(m)

due numeri diversi due rappresentazioni diverse

2. ∀n ∃! ρ(n)
per ogni numero esiste ed è unica la sua rappresentazione

5

Rappresentazione posizionaleRappresentazione posizionale

B =  base
A = {0, … ,B-1} = cifre
p =  numero di cifre = lunghezza della sequenza

Irapp = [0 .. BP-1] intervallo

|Irapp| = BP cardinalità

6

Rappresentazione decimaleRappresentazione decimale

B =  10
A =  {0, … ,9}
p  = 3

Irapp = [0 .. 999] intervallo

|Irapp| = 103 cardinalità
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Posizionale?Posizionale?

253 145

cifre hanno un significato diverso a seconda 
della posizione

s = cp-1 … co ci ∈ A

cifra + significativa cifra - significativa

8

……………………

esistono anche altre 
rappresentazioni

9

Rappresentazione additiva: i numeri Rappresentazione additiva: i numeri 
romaniromani

Nei numeri romani ogni simbolo ha un valore 
fisso

X = 10
V = 5
I = 1

III  3

10

2. Dato un numero naturale, come si rappresenta?

(conversione dalla base decimale in una base B)

Due problemiDue problemi

1. Data una stringa di simboli, che numero naturale 
rappresenta?

(conversione da una base B alla base decimale)

11

Primo problemaPrimo problema

n = ∑ ci⋅Bi = cp-1⋅Bp-1 + … + c1⋅B1  + co

ci ∈ A

i=0
p-1

s = cp-1 … co B n?

1345 10 n?

qualunque sia la base B
12

Rappresentazione decimaleRappresentazione decimale

B = 10
A = {0, … ,9}
p = 3

s = 25310
n = ∑ ci⋅10i = c2⋅102 + c1⋅101  + co

= 2⋅102 + 5⋅101  + 3
= 253

i=0

2

n = ∑ ci⋅Bii=0
p-1
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Rappresentazione binariaRappresentazione binaria

B =  2
A =  {0, 1} bit (da BInary digiT)
p  = 3

bit = 0 oppure 1
Byte = 8 bit

KiloByte (KB)  = 210 Byte = 1024 Byte ∼ 103 Byte

MegaByte (MB)  = 220 Byte = 1048576 Byte ∼ 106 Byte

GigaByte (GB)  = 230 Byte ∼ 109 Byte

TeraByte (TB)  = 240 Byte ∼ 1012 Byte

14

Rappresentazione binaria (Rappresentazione binaria (contcont.).)

B =  2
A =  {0, 1}
p  = 3

Irapp = [0 .. 7]

|Irapp| = 23 = 8

000
001
010
011
100
101
110
111uno uno zero

15

EsempioEsempio

Consideriamo la stringa  110 di bit.
Quale numero naturale rappresenta?

n = ∑ ci⋅2ii=0
2 = c2⋅22 + c1⋅21  + co

= 1⋅22 + 1⋅21  + 0
= 4 + 2 + 0
= 6

1 1 0 
c2 c1 c0

p = 3

n = ∑ ci⋅Bii=0
p-1

16

Conversione: binario Conversione: binario decimaledecimale

000
001
010
011
100
101
110
111

0
1
2
3
4
5
6
7

rappresentazione 

binaria 

numero 

naturale (decimale)

n = ∑ ci⋅Bii=0
p-1

basta applicare

17

2. Dato un numero naturale, come si rappresenta?

(conversione dalla base decimale in una base B)

Due problemiDue problemi

1. Data una stringa di simboli, che numero naturale 
rappresenta?

(conversione da una base B alla base decimale)

18

Secondo problemaSecondo problema

Come calcolare i ci della stringa?

n ∈ N ρB(n)

EsempioEsempio

n = 6 ρ2(6)
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Conversione: decimale Conversione: decimale base base BB

Si calcolano i resti delle divisioni per B

20

Conversione: decimale Conversione: decimale binariobinario

Si calcolano i resti delle divisioni per 2

2
6 2

2
0 3

11
1 0 stop

ρ2(6) = 1102

101:2
113:2
036:2

RestoQuozienteDivisione

21

MotivazioneMotivazione
n = B⋅q0 + r0 r0 < B
q0 = B⋅q1 + r1 r1 < B
q1 = B⋅q2 + r2 r2 < B & q2 = 0

n = B⋅(B⋅q1 + r1)+ r0
= B2⋅q1 + B⋅r1 + r0
= B2⋅(B⋅q2 + r2) + B⋅r1 + r0
= B3⋅q2 + B2⋅r2 + B⋅r1 + r0

c2 c1 c0

Bn
r q

22

Esempio: base Esempio: base 22
B =  2
A =  {0, 1}

EsempioEsempio
1210 = ?2

101:2
113:2
036:2
0612:2

RestoQuozienteDivisione

1210 = 11002

Servono 4 bit

23

OsservazioneOsservazione

Quanti bit mi servono per codificare N
oggetti?

B =  2
A =  {0, 1}
p
|Irapp| = 2p  p = log2N

intero 
superiore

24

EsercizioEsercizio

Quanti bit mi servono per rappresentare 18?

5

1810 = 100102
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Altre rappresentazioni usateAltre rappresentazioni usate

Rappresentazione ottale

Rappresentazione esadecimale

Utili per rappresentare sinteticamente i valori binari: la 
rappresentazione binaria è quella usata nei calcolatori,
ma per noi umani è abbastanza scomoda da usare, perché
numeri anche non grandissimi vengono rappresentati da
stringhe di simboli piuttosto lunghe

26

Rappresentazione Rappresentazione ottaleottale

B =  8
A =  {0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

EsempioEsempio
7258
= 7⋅82 + 2⋅81 + 5⋅80
= 46910

27

Rappresentazione Rappresentazione esadecimaleesadecimale

B =  16
A =  {0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,

A, B, C, D, E, F}

EsempioEsempio
B7F16
= 11⋅162 + 7⋅161 + 15⋅160
= 294310

28

TabellaTabella
riassuntivariassuntiva

F17111115
E16111014
D15110113
C14110012
B13101111
A12101010
91110019
81010008
70701117
60601106
50501015
40401004
30300113
20200102
10100011
00000000

EsadecimaleOttaleBinarioDecimale

29

EserciziEsercizi

1. Dato il numero naturale 4410 rappresentarlo in 
base 2, 5, 8 e 16

2. Date le seguenti stringhe:
3BA16
11102
2718

Quali numeri naturali rappresentano?

30

Soluzione: 1.Soluzione: 1.

4410 = 1011002

101:2
012:2
125:2
1511:2
01122:2
02244:2

RestoQuozienteDivisione
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Soluzione: 1.Soluzione: 1.

4410 = 1345

101:5
318:5
4844:5

RestoQuozienteDivisione

32

Soluzione: 1.Soluzione: 1.

4410 = 548

505:8
4544:8

RestoQuozienteDivisione

4410 = 2C16

202:16

12 
(C16)

244:16
RestoQuozienteDivisione

33

Soluzione: 2.Soluzione: 2.

3BA16   = 3⋅162 + 11⋅161  + 10 =   954

11102  = 1⋅23 + 1⋅22  + 1⋅21 + 0 =   14

2718    = 2⋅82 + 7⋅81  + 1 =   185

34

EsercizioEsercizio

Dire se esiste una base X tale che:

37AX = 110810

35

SoluzioneSoluzione

Risolvere l’equazione

3⋅X2 + 7⋅X1  + 10 = 1108
3⋅X2 + 7⋅X1  - 1098 = 0
X = 18

36

EsercizioEsercizio

La seguente affermazione è vera?

13767 = 54510

13767 non può essere una stringa in base 7
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ApprofondimentoApprofondimento

38

Casi particolari di conversioneCasi particolari di conversione

B1 ---------------->  B2

1. B1 = B2k

2. B2 = B1k

39

B1 = B2k
B1 ---------------->  B2

B1 = 8
k = 3

B2 = 2

728  ------> rappresentazione in base 2?

7     28 

111   010  2 

Far esplodere ogni cifra della 
rappresentazione in base B1 nelle 
corrispondenti k cifre della 
rappresentazione in base B2

40

Casi particolari di conversioneCasi particolari di conversione

B1 ---------------->  B2

1. B1 = B2k

2. B2 = B1k

41

B2 = B1k
B1 ---------------->  B2

B1 = 2
k = 3

B2 = 8

1101112  ------> rappresentazione in base 8?

Raggruppare a k a k le cifre della 
rappresentazione in base B1 e 
convertirle in una sola cifra in 
base B2

110  1112 

6     78 
42

…… altro esempioaltro esempio

101112  ------> rappresentazione in base 8?

010  1112 

2     78 
aggiungere 0
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EserciziEsercizi

Si consideri il numero naturale 27 in base 10.

Determinare la sua rappresentazione nelle 
seguenti basi:

B = 2
B = 8
B = 16  

44

Soluzione: Soluzione: 2727 in base in base 22

101:2
113:2
036:2
1613:2
11327:2

RestoQuozienteDivisione
Base 2

110112

45

Base 8

Soluzione: Soluzione: 2727 in base in base 88

3     38 

011  0112 

aggiungere 0
338

So che 27 in base 2 è: 110112 8 = 23
Raggruppare a 3 a 3
le cifre della 
rappresentazione
in base 2

46

Base 16

Soluzione: Soluzione: 2727 in base in base 1616

1    B16 

0001 10112 

aggiungere 0
1B16

So che 27 in base 2 è: 110112 16 = 24
Raggruppare a 4 a 4
le cifre della 
rappresentazione
in base 2

47

EsercizioEsercizio

Data la seguente stringa:

37A16
Quale numero naturale rappresenta e quale è 
la sua rappresentazione in base 2?

48

SoluzioneSoluzione

37A16   = 3⋅162 + 7⋅161  + 10 =   890

16 = 24
Esplodere  le cifreBase 2

3  7 A16 

0011      0111      10102 
0011011110102
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Proprietà della rappresentazione Proprietà della rappresentazione 
posizionaleposizionale

Potenza ennesima: Bn

Max numero rappresentabile con p cifre

Moltiplicazione: n⋅B

Moltiplicazione: n⋅Bs

Divisone: n/B

Diviisone: n/Bs

50

Potenza ennesima: Potenza ennesima: BBnn
Bn = 10 … 0

n

EsempioEsempio
24 = 100002
103 = 100010

51

Max numero con Max numero con pp cifre:cifre: BBpp -- 11
max = 

EsempioEsempio
B = 10
p = 3
max = 99910

B = 2
p = 3
max = 1112

∑ ci⋅Bii=0
p-1

= ∑ (B-1)⋅Bii=0
p-1 = ∑ Bii=0

p-1(B-1)

Progressione geometrica 
di ragione B= (B-1)(B-1) Bp -1

52

Moltiplicazione: Moltiplicazione: nn⋅⋅BB
una posizione in più
scalare verso sinistra  ed inserire uno zero nella  
posizione meno significativa

EsempioEsempio
B = 10
p = 3
32110 ⋅ 1010 = 321010

ρ(n) = cp-1 cp-2 … c1 co
0ρ(n⋅B) = cp cp-1 cp-2 … c1 co

B = 2
p = 3
112 ⋅ 102 = 1102

53

Moltiplicazione: Moltiplicazione: nn⋅⋅BBss

Traslare di s passi la rappresentazione verso 
sinistra ed inserire s zeri da destra

54

Divisione: Divisione: n/Bn/B
- scartare la cifra meno significativa 
- scalare verso destra  
- inserire uno zero nella posizione più significativa

(rappresentabile con una cifra in meno)

EsempioEsempio
B = 10
p = 3
34510 / 1010 = 03410

1 0 1
01 0B = 2

p = 3
1012 / 102 = 0102
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55

Divisione: Divisione: n/n/BBss

Traslare di s passi la rappresentazione verso 
destra ed inserire s zeri da sinistra

56

Aritmetica binariaAritmetica binaria

Operazioni sui naturali

57

Operazioni: base 2Operazioni: base 2

Somma

Sottrazione

Moltiplicazione

Divisione

58

SommaSomma

Viene eseguita incolonnando i numeri e 
sommando tra loro i bit incolonnati, partendo 
dai meno significativi, in ordine di peso 
crescente

59

Somma: Somma: 01101 + 01011 = ?

11111
10011
10101
01001
10110
01010
01100
00000
r’srbaB = 2

p = 5
Irapp = [0 .. 31]

00011

11110

42
=11
+31

11010
10110 +

=

decimale

60

OverflowOverflow

B = 2
p = 3
Irapp = [0..7]

1 10

0
1
1

01
=10
+10 Overflow

rp = 101
=5
+5

decimale
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61

Rete che produce Rete che produce 
il valore di il valore di ss

AND
a
r
b

AND
a
r
b

AND
a
r
b

AND
a
r
b

OR s

11111
10011
10101
01001
10110
01010
01100
00000
r’srba

1
0
1

1
0
1
1
0
1
1
0
1

0
1 0

0

0

0

0

62

Rete che produce Rete che produce 
il valore di il valore di r’r’

AND
a
r
b

AND
a
r
b

AND
a
r
b

AND
a
r
b

OR r’

11111
10011
10101
01001
10110
01010
01100
00000
r’srba

63

SommatoreSommatore a a pp bitbit
r0a0b0

s0

r1a1b1

r1

s1

rp-2ap-2bp-2
sp-2

rp-1ap-1bp-1

rp-1

sp-1

…

rp

Overflow
rp = 1

64

Somma

Sottrazione

Moltiplicazione

Divisione

Operazioni: base 2Operazioni: base 2

65

Sottrazione: Sottrazione: aa--bb

0
0
1
1

1
0
0
1 11

1
1
1

10
=11
-00

Viene eseguita incolonnando i numeri 
e sottraendo tra loro i bit incolonnati,
partendo dai meno significativi, in ordine
di peso crescente

11111
00011
00101
01001
10110
11010
11100
00000
p’spba

0

66

Sottrattore …Sottrattore …

… una rete diversa, detta sottrattore, 
realizzerà la differenza tra due numeri senza 
segno
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67

Somma

Sottrazione

Moltiplicazione

Divisione

Operazioni: base 2Operazioni: base 2

68

MoltiplicazioneMoltiplicazione

m * n

Algoritmo che siamo soliti usare in base 10:

si moltiplica il moltiplicando per ogni cifra del moltiplicatore
traslando a sinistra ogni risultato di tanti posti quanto è il 
numero d’ordine della cifra; si sommano i risultati intermedi

moltiplicatoremoltiplicando

69

MoltiplicazioneMoltiplicazione

101
000
10*

011
1 0

01
=11
*01

Per evitare overflow si 
prelevano gli operandi dai 
registri ed il risultato viene 
posto in un doppio registro

tabellina

Moltiplicando: p bit

Moltiplicatore : p bit

Risultato: 2p bit
70

EsempioEsempio

100011
111

10101
111

111
=111
*111

111

111

71

Somma

Sottrazione

Moltiplicazione

Divisione

Operazioni: base 2Operazioni: base 2

72

DivisioneDivisione

Algoritmo che siamo soliti usare in base 10:

vedere se e quante volte il divisore “sta” in una porzione del 
dividendo o in un risultato intermedio

divisoredividendo

Dividendo:  su 2p bit

Divisore, quoziente e resto: su p bit

n m

Si può avere overflow:

Esempio:Esempio: caso in cui il 
divisore valga uno, quoziente 
uguale al dividendo
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73

EsempioEsempio

100
11
0010

1111
110101

10 3
1 3

Sistema decimaleSistema decimale

74

EsempioEsempio

1100

0
0

0101
1011000

0101
11010

10110101
10110111111

OVERFLOW

Dividendo:  su 8 bit

Divisore, quoziente e resto: su 4 bit

75

OsservazioneOsservazione

Gli algoritmi proposti per la risoluzione di 
moltiplicazioni e divisioni non 
necessariamente sono i più efficienti; in 
pratica vengono spesso usati altri algoritmi, 
che non tratteremo in questo corso.

76

Utile: potenze di Utile: potenze di 22
20 = 1
21 = 2
22 = 4
23 = 8
24 = 16
25 = 32
26 = 64
27 = 128
28 = 256
29 = 512
210 = 1024

77

EserciziEsercizi

… sui naturali

78

EsercizioEsercizio

Siano date le seguenti sequenze di bit su 8 bit:

A = 10000100
B = 11001100

Eseguire, in aritmetica binaria, le seguenti operazioni:

A+B
B-A
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79

Soluzione: Soluzione: A+BA+B
A = 10000100
B = 11001100

111

000010101
=00110011
+00100001

overflow

80

Soluzione: Soluzione: BB--AA
A = 10000100
B = 11001100

00010010
=00100001
-00110011

81

EsercizioEsercizio

Se la seguente somma è corretta

566 + 13 = 612

In quale base si sta lavorando??

82

SoluzioneSoluzione

566 + 13 = 612

(5B2 + 6B + 6) + (B + 3) = 6B2 + B + 2

5B2 + 7B + 9 = 6B2 + B + 2

B2 - 6B - 7 = 0

B = 6 ± 36 + 28 
2 

7

-1

83

EsercizioEsercizio

Siano date le seguenti sequenze di bit su 4 bit:

A = 1001
B = 1101

Eseguire, in aritmetica binaria, le seguenti 
operazioni:

A*B risultato su 8 bit
A/11 risultato su 2 bit

84

Soluzione: Soluzione: A*BA*B

1010111
1001

101101
1001

10010
0000

1001
=1011
*1001
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85

Soluzione: Soluzione: A/11A/11

00
11
1100

1111
111001


